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El Teorema del Valor Intermedio y laCompletitud de los RealesPrimera ParteMauriio Navia LoraCentro de Investigai�on Matem�atiaUniversidad Cat�olia Boliviana, Regional Cohabambae-mail: navia�ubba.edu.boEn matem�atias, a menudo, las verdades m�as \obvias" o simples de enuniar resultanser al mismo tiempo las m�as dif��iles de demostrar. De heho en esta disiplina tambi�ense aplia el prinipio de que \defamiliarizar lo familiar" es aquello que produe mayoresavanes. Probablemente uno de los avanes m�as signi�ativos de las matem�atias |ytambi�en de las ienias| en el siglo dieinueve haya sido la formalizai�on del �aluloin�nitesimal, lograda por el aad�emio fran�es Auguste Cauhy. De heho a partir de su�elebre Cours d'Analyse, el �alulo inventado por Newton y Leibniz en el siglo dieioho,vino a reibir la denominai�on m�as usual de hoy en d��a que es la de \an�alisis". En laaepi�on ontempor�anea, el t�ermino an�alisis (an�alisis matem�atio se entiende) involuraun mayor grado de rigurosidad que �alulo, entendi�endose que lo �ultimo se re�ere sobretodo a las t�enias de derivai�on e integrai�on, mientras que lo primero tiene que ver,adem�as, on las herramientas oneptuales y la justi�ai�on l�ogia de dihas t�enias.El �alulo in�nitesimal es una de las ramas de las matem�atias que, apenas hehasu aparii�on, dio m�as pie a la espeulai�on �los�o�a, y es asimismo el tema que diom�as quebraderos de abeza a los propios matem�atios, empe~nados en defenderlo delataque de algunos �l�osofos, en partiular el obispo Berkeley1. Esto motiv�o la b�usqueda1Berkeley, en su obra El analista: o un disurso dirigido a un matem�atio in�el [The Analyst: aDisourse addressed to an In�del Mathematiian℄, intent�o examinar si es que el \an�alisis moderno" eram�as evidente que \el misterio religioso y los puntos de la f�e". Seg�un Berkeley las magnitudes utilizadasen el �alulo, los \in�nitesimales", o \uxiones", omo eran llamados por Newton eran tan et�ereosomo los fantasmas y otros ideales.>Y qu�e son estas uxiones? Las veloidades de antidades que se desvaneen. >Y qu�eson esas mismas antidades? No son ni antidades �nitas, ni antidades in�nitamentepeque~nas, ni nada de nada. >No podr��amos llamarles los fantasmas de antidades quehan falleido?.[And what are there uxions? The veloities of evanesente inrements. And whatare these same evanesent inrements? They are neither �nite quantities, nor quantitiesin�nitely small, nor yet nothing. May we not all them ghosts of departed quantities?℄ [1℄.Ata Nova; Vol. 1, NÆ2, junio 2001 � 123
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124 � Mauriio Navia: El Teorema del Valor Intermedio y la Completitud de los Realesde una fundamentai�on m�as rigurosa del onepto de la derivada. Sin embargo, omo el�alulo devino en una herramienta poderosa para omprender un espetro muy diversode fen�omenos f��sios y naturales, no exist��a un aiate pr�atio demasiado auiantepara onstruir un �alulo in�nitesimal rigurosamente l�ogio. El siglo XVIII, y parte delXIX, onstituye el per��odo m�as oreiente de la uni�on entre f��sia y matem�atias. Lamatem�atia no se oneb��a a�un omo enteramente separada de las ienias naturales. Eldesgaje vino de modo paulatino, y no puede deirse que fue ompleto hasta prinipiosdel siglo XX.Como se sabe, para de�nir una derivada hae falta de�nir el l��mite de una funi�on, esdeir, uando la variable independiente x \tiende a" un valor �jo dado, �omo se ompor-ta su imagen, f(x), o diho de otra manera, uando x est�a \pr�oximo" (arbitrariamentepr�oximo) a un valor real , a qu�e valor se aproxima f(x). Cualquier estudiante est�adispuesto a admitir que si, por ejemplo, x! 9, x2 ! 3, o bien, que si x! 0; 1=x tiendea \in�nito". Pero, realmente >qu�e se quiere deir on estas palabras, m�as all�a del on-tenido intuitivo que las hae tan f�ailmente aeptables? En verdad, hae falta desglosary haer expl��ito aquello que se da por sentado para aerarse a una formalizai�on delonoimiento. Para empezar, la de�nii�on habitual de limite es la siguiente:limx! f(x) = A (1)signi�a que 8 � > 0 9 Æ > 0 :3: j x�  j< Æ ) j f(x)�A j< � (2)Es deir, dado ualquier valor real positivo e (no importa u�an peque~no) x puede apro-ximarse lo su�iente al valor real , de modo que f(x) est�e a una distania menor de Aque �. Pero en el aso de la funi�on 1=x, esta de�nii�on de l��mite no puede apliarse. Elsigni�ado de que su l��mite, uando x! 0, es \in�nito" est�a mejor expresado |en unaprimera aproximai�on| en que para ualquier n�umero real positivo, M (no importau�an grande) siempre nos ser�a posible enontrar un valor positivo x tal que 1=x seamayor que M , y de la misma manera, un valor negativo x tal que 1=x sea menor a �M .Diho de modo sint�etio: 8M > 0 9 x > 0 :3: 1x > M (3)8M > 0 9 x < 0 :3: 1x < �M (4)En verdad esto no est�a muy alejado de la formulai�on intuitiva de que \uanto m�as pe-que~no sea x, j1=xj ser�a orrespondientemente m�as grande". Cauhy inii�o y populariz�oel enfoque de \deltas y epsilones" en el �alulo. De este modo el onepto de lo in�ni-tesimal perdi�o muho de su aura de misterio. Leibniz re��a en la existenia metaf��siade los in�nitesimales, y de heho sus �exitos on la notai�on fraionaria dx=dy pare��andarle algo de raz�on. M�as a�un, en los ursos de �alulo, de euaiones difereniales yde f��sia, es todav��a om�un apelar al reurso de que \un diferenial, df , es una anti-dad ��n�ma que tiende a ero y que, sin embargo, ontribuye al integr�arsela sobre undominio a enontrar un valor `maro', real". Poos libros de los que he visto ontienenuna expliai�on ompleta de por qu�e el m�etodo de separai�on de variables funiona en
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Ata Nova; Vol. 1, NÆ2, junio 2001 Historia de las Cienias � 125la mayor��a de los asos. Por ejemplo en uno de ellos die lo siguiente: \si es posibleesribir una euai�on [diferenial℄ en la formaf(x)dy + g(x)dx = 0 (5)entones la solui�on general esZ f(y)dy + Z g(x)dx = C 00 (6)El menionado texto no die nada sobre si existen algunas ondiiones donde esto eso no ierto, y muho menos intenta dar una justi�ai�on del m�etodo; no meniona nisiquiera el teorema que permite ambiar de variables en la integrai�on omo un esbozode justi�ai�on. Se manejan los difereniales omo si fueran t�erminos de fraiones, onlo ual se sigue inonsientemente rindiendo homenaje a las ideas ya superadas, en esterespeto, de Leibniz.Pero una vez transendida esta etapa y desmiti�ado el onepto de \lo in�nitamentepeque~no" queda uno de fondo en el an�alisis, que es el de \ontinuidad". >Por qu�edeimos que ualquier subonjunto �nito de los enteros {o de los raionales{ es disreto,mientras que el intervalo [0,1℄ es \ontinuo"? La respuesta, por una parte, se enuentraen la diferenia entre un onjunto �nito y otro in�nito y en la diferenia existenteentre el \grado de in�nitud", por as�� deirlo, de los n�umeros raionales y el grado dein�nitud de los n�umeros irraionales y reales. Graias a Cantor se pudo estableer queel onjunto de los raionales es \m�as peque~no" que el onjunto de los irraionales, pese aser ambos onjuntos in�nitos. Sin embargo, a un nivel a�un m�as fundamental y erano anuestro tema {la formalizai�on del �alulo{, la respuesta a nuestra pregunta est�a ligadaal onepto de ompletitud, plenamente estableido por Rihard Dedekind, pero uyosatisbos ya est�an presentes en el trabajo de Bernard Bolzano2. Esta ontribui�on pioneraes preisamente la materia de este art��ulo. Pero antes de entrar de lleno en esto, veamosomo Cauhy present�o una prueba falaz de un teorema en aparienia simple (el del valorintermedio), por no tomar en uenta la neesidad de un axioma de ompletitud. Lotraduimos asi literalmente.El teorema del valor intermedio seg�un CauhyTeorema 1 Sea f(x) una funi�on de la variable x, que es ontinua on respeto a estavariable entre los l��mites x = x0; x = X. Si las dos antidades f(x0); f(X) son designo opuesto, se podr�a satisfaer la euai�onf(x) = 0 (7)2Se trata de Rein analytisher Beweis des Lehrsatzes, dass zwishen je swey Werthen, die einentgegengesetzes Resultat gew�ahren, wenigstens eine relle Wurzel der Gleihung liege (Prague 1817).Como se ve, un t��tulo digno de una pel��ula hina de Kung-Fu. Y no s�olo esto, el ontenido est�adensamente argumentado; b�asiamente en este art��ulo presentamos una \tradui�on" del lenguajeentre matem�atio y �los�o�o de Bolzano a una versi�on m�as moderna y ompata. En uanto a latradui�on misma del art��ulo desafortunadamente tenemos que reurrir a la primera versi�on inglesadel historiador brit�anio Russ, debido a nuestro desonoimiento de la lengua alemana [2℄.
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126 � Mauriio Navia: El Teorema del Valor Intermedio y la Completitud de los Realespara uno o varios valores de x omprendidos entre x0 y X.Demostrai�on.- Sea x0 la m�as peque~na de ambas antidades x0; X. Sea h = X � x0;y des��gnese on m ualquier entero mayor que uno. Como tanto f(x0) omo f(X) sonde signo opuesto, uno es positivo, y el otro es negativo; si se forma el onjunto:f(x0); f(x0 + h=m); f(x0 + 2h=m); :::; f(X � h=m); f(X); (8)y si, en este onjunto, se ompara suesivamente el primer t�ermino on el segundo,el segundo on el terero, el terero on el uarto, et., neesariamente se onluir�apor enontrar una o varias vees dos t�erminos onseutivos que sean de signo opuesto.Sean f(x1); f(X 0) dos t�erminos de este tipo, siendo x1 el m�as peque~no. Evidentementetenemos x0 < x1 < X 0 < X (9)y X 0 � x1 = h=m = (1=m)(X � x0): (10)Habiendo determinado x1 y X 0 del modo antediho, se podr�a de forma similar enontrardos valores nuevos entre estos, x2; X 00 que reemplazados en f(x) den resultados del signoopuesto, y que veri�ar�an las ondiionesx1 < x2 < X 00 < X 0 (11)donde X 00 � x2 = (1=m)(X 0 � x1) = (1=m2)(X � x0) (12)Siguiendo de esta manera, podemos obtener:1. Una serie de valores reientes de x,x0; x1; x2; x3; ::::; (13)2. Una serie de valores dereientesX;X 0; X 00; ::::; (14)de modo que los produtos1� (X � x0); (1=m)� (X � x0); (1=m2)� (X � x0); :::; (15)estar�an era del ero por una antidad tan peque~na omo se desee. Se debe onluirque los t�erminos generados por las series 13 y 14 onvergen haia un l��mite om�un.Sea a este l��mite. Dado que la funi�on f(x) es ontinua desde x = x0 hasta x = X, lost�erminos generados por las seriesf(x0); f(x1); f(x2); :::f(X); f(X 0); f(X 00); :::
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Ata Nova; Vol. 1, NÆ2, junio 2001 Historia de las Cienias � 127tambi�en onverger�an haia el l��mite om�un f(a); y, dado que mientras se aproximen aeste l��mite seguir�an siendo de signos opuestos, est�a laro que la antidad f(a), siendoneesariamente �nita, no puede ser distinta de ero. En onseuenia la euai�onf(x) = 0 (16)ser�a veri�ada, y tendr�a omo ra��z x = a.Comentario.- Aqu�� vemos que Cauhy primero rea un intervalo anidado, o dihode otro modo, dos suesiones mutuamente aotadas. Su primera aseri�on aera dela onvergenia de estas suesiones haia un l��mite om�un, on la sola justi�ai�on deque el l��mite de su diferenia tiende a ero, ya es un salto que asume que las suesionesmon�otonas y aotadas son onvergentes. Sin embargo, omo puede veri�arse sin muhadi�ultad, esto es una onseuenia de la ompletitud de los n�umeros reales. Y la pruebaqueda ompleta si se sabe que la suesi�on de valores de una funi�on sobre un suesi�ononvergente debe onverger haia el l��mite de la suesi�on original. Es deir que si ntiende a 1, entones f(xn)! f(x) (17)uando xn ! x (18)Esto es una onseuenia inmediata de la ontinuidad de una funi�on, siempre quetengamos una adeuada de�nii�on de ontinuidad y una idea lara de qu�e signi�aonvergenia. Cauhy en su obra umple on estas ondiiones. Sin embargo, el teoremadel valor intermedio en s��, no resulta ser de gran importania para su onstrui�on delan�alisis, y por el ontrario est�a en un lugar marginal. A Cauhy le interesaba de �el sologarantizar la existenia de ra��es para funiones ontinuas sobre alg�un intervalo.Bolzano y el teorema del valor intermedioEn ambio, el aso de Bolzano es distinto. El llega a una onienia m�as lara de la ne-esidad de fundamentar una prueba del valor intermedio por medio de una proposii�on,que resulta ser un axioma equivalente al de ompletitud, pese a que Bolzano no tienelaridad sobre esto, y asume que se trata de un teorema demostrable. El iniia su estu-dio \Una prueba puramente anal��tia de que entre dos valores ualesquieraque den resultados de signo opuesto yae al menos una ra��z real de la eua-i�on" [3℄ ritiando varias pruebas intuitivas del teorema del valor intermedio, basadasen argumentos f��sios (el prinipio de que un objeto en movimiento \transurre" portodos los puntos intermedios entre el iniial y el �nal), o en argumentos geom�etrios.En efeto �el die:Nadie negar�a que los oneptos de tiempo y movimiento son tan extra~nos alas matem�atias generales as�� omo lo es el onepto de espaio.
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128 � Mauriio Navia: El Teorema del Valor Intermedio y la Completitud de los RealesUna aseverai�on bastante fuerte, on la ual Bolzano nos muestra una voluntad defundamentar las matem�atias solo en la l�ogia.Pero antes de ontinuar ser��a muy �util en este momento inluir el axioma de om-pletitud de Dedekind:Axioma de ompletitud.- Sup�ongase que el onjunto de los n�umeros reales, R, puedesepararse en dos oleiones, X e Y, disjuntas tales que:1. Tanto X omo Y son no-va��os.2. Si x 2 X e y 2 Y, entones x < y.Entones existe un real, , tal que todos los n�umeros menores a  est�an en X, y todos losmayores a  est�an en Y. N�otese que  puede perteneer a ualquiera de los onjuntos,X o Y, dependiendo de �omo se los haya de�nido. El par ordenado de onjuntos (X,Y)se denomina Corte de Dedekind, y  es el n�umero de orte.Una onseuenia inmediata es que  es, o bien el supremo (y adem�as m�aximo) deX o el ��n�mo (y adem�as m��nimo) de Y. La propiedad arquimediana, de que para dosreales positivos, a < b, existe un natural positivo, n, tal que b < na tambi�en sigue delaxioma de ompletitud. Pues, si no es as��, entones na � b para todo n > 0 . De�nir elpar ordenado (I;D) omo:I = fx j x < na para alg�un n 2 NgD = fy j na � y para todo n 2 NgF�ailmente se puede omprobar que (I;D) es un orte de Dedekind. Luego sea el n�umero de orte. Obs�ervese que na 2 I , para todo n natural, pues na < (n + 1)a.Tambi�en a�rmamos que na � , para todo n, pues de otro modo,  < na y na 2 D.Pero, seg�un esto, tambi�en tenemos que (n+1)a � . Esto implia que na � �a, paratodo n. Luego � a 2 D. Pero omo � a < , � a 2 I , on lo que hemos llegado auna ontradii�on.Otra onseuenia, y en oasiones tomada omo una formulai�on alternativa delaxioma de ompletitud es el heho de que onjuntos no-va��os aotados por arriba tienenuna ota superior m��nima, o lo que se denomina el axioma del supremo. Otros teoremasde muha utilidad omo la onvergenia de seuenias mon�otonas y aotadas, o lapropiedad de los intervalos anidados tambi�en siguen del axioma de ompletitud. Pero loque resulta de inter�es en este momento es reexionar omo pudo llegarse hist�oriamentea esta piedra angular del an�alisis matem�atio. Resulta que el deseo de demostrar unteorema aparentemente inouo omo es el Teorema del Valor Intermedio fue la fuentede motivai�on para Bolzano, y lo que le ondujo muy era del axioma de ompletitud.En la sei�on 15 de su ensayo de 1817 Bolzano establee el teorema del valor intermedioas��: Si dos funiones de x, f(x) y g(x), var��an seg�un la ley de ontinuidad yasea para todos los valores de x o s�olo para aquellos que est�an entre a y b, ysi f(a) < g(a), y f(b) > g(b), entones siempre existe un ierto valor de xentre a y b para el ual f(x) = g(x).



\bolzano"2001/6/9page 129i i ii

i i ii

Ata Nova; Vol. 1, NÆ2, junio 2001 Historia de las Cienias � 129Nota f y g son ontinuos en todo R, o al menos en alg�un intervalo entrea y b.Esto tambi�en puede interpretarse del siguiente modo: si f y g son dos funionesreales ontinuas en un intervalo, de modo que los valores de la funi�on f � g en losextremos sean de signo opuesto. Entones existir�a un valor en el intervalo tal que f seanule en diho punto. Es deir, sea f ontinua en [a; b℄ y f(a) < g(a) y f(b) > g(b) )9  2 [a; b℄ :3: f() = g(). Este teorema puede traduirse al lenguaje ordinario pormedio de un uento. Sup�ongase que un monje madruga a diario, sea a las 6 am, parasubir a un monte a meditar, llega all�� a las 11 pm, permanee all�� toda la nohe, y regresaal amaneer (justo o despu�es de las 6 am) del d��a siguiente, por exatamente el mismoamino. Ahora podemos a�rmar que existe alguna hora del d��a en la ual el monje seenuentra exatamente en el mismo punto, si se omparan dos d��as onseutivos. Elteorema del valor intermedio nos garantiza esto, no importando u�an r�apido o u�anlento ande el monje: existe una hora �ja orrespondiente a ambos d��as en la ual elmonje se halla en el mismo punto, sea de subida o de bajada. Por ejemplo, a las 3pm del viernes y las 3 pm del s�abado, el monje estuvo exatamente en el mismo punto.Intuitivamente se puede ver lo plausible de esto si se piensa que el tiempo en esteaso est�a siendo interpretado omo ��lio, es deir, las 3 pm del d��a viernes y del d��as�abado, representan la \misma" hora. Entones, uando el monje est�a de bajada en eld��a s�abado, forzosamente ha de enontrarse on su \sombra", o su alma gemela, que est�ade subida en el d��a anterior (ver Figura 1). Otra formulai�on menos divertida pero m�asusual es que si f es ontinua en alg�un intervalo, tal que los valores de la funi�on en losextremos sean de signo ontrario, entones en alg�un punto el valor de la funi�on es iguala ero. Y para redondear el asunto, Bolzano proporiona una formulai�on, inorretaseg�un �el, del onepto de ontinuidad, pero que deber��a en realidad ser visto omouna onseuenia del teorema del valor intermedio.Una funi�on ontinua es aquella que nuna alanza un valor m�as alto sinatravesar primero todos los valores inferiores; i.e. f(x+ n� dx) puedetomar todos los valores entre f(x) y f(x + dx) as�� omo uno toma valoresarbitrarios entre 0 y 1. Esto es iertamente un aseri�on verdadera, pero nopuede ser vista omo una de�nii�on del onepto de ontinuidad. En efetoes un teorema que s�olo puede ser probado asumiendo la proposii�on queaqu�� deseaba probarse on el teorema [aqu�� se re�ere al teorema del valorintermedio℄.De modo que si bien, intuitivamente, el teorema del valor intermedio resulta serlo mismo que el onepto de ontinuidad, esto no orresponde al rigor formal que sequiere introduir. Diho de otra manera, Bolzano ritia el heho de que se tomealgo que debiera ser visto omo teorema (el del valor intermedio) omo la de�nii�on deontinuidad. Bolzano da una de�nii�on de ontinuidad muy similar a la que dio Cauhy,pero anterior. La \ley" de ontinuidad itada por Bolzano l��neas arriba aparee enel prefaio de su art��ulo de 1817 y a�rma lo siguiente:
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130 � Mauriio Navia: El Teorema del Valor Intermedio y la Completitud de los Reales
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3pmFigura 1: El monje vive en un tiempo ��lio. (a) Gr�a�a de posii�on vs. tiempo onebidoomo ilo; (b) proyei�on de (a) sobre el plano XY .Seg�un una de�nii�on orreta, la expresi�on de que una funi�on var��a deauerdo a la ley de ontinuidad para todos los valores de x dentro o fuerade iertos l��mites signi�a justo esto: si x es alg�un valor tal, la difereniaf(x+w)� f(x) puede haerse m�as peque~na que ualquier antidad siempreque se tome un valor de w tan peque~no omo se desee.Si ambiamos \diferenia" por valor absoluto esenialmente tendremos la de�nii�onde ontinuidad usual en los textos atuales. Bolzano tambi�en, en su intento de demostrareste teorema del valor intermedio, formula, en la sei�on 12 del itado ensayo, algoque podr��amos en la jerga atual denominar axioma de ompletitud. Sin embargo,Bolzano intenta demostrar este teorema, osa que no es posible sin asumir alg�un otroteorema equivalente a la ompletitud. Lo interesante en todo aso es u�an era estuvoBolzano de hallar el onepto de ompletitud, muho m�as que Cauhy, pese a que�nalmente no pudo salir de la onfusa mara~na en la que estuvo metido. Esto ilustrar��aomo el amino del onoimiento est�a lleno de desv��os y hasta retroesos, y que muyraramente es una l��nea reta, o una autopista expedita.El teorema de Bolzano es el siguiente:Si una propiedadM no pertenee a todos los valores de una variable x, perosi a todos los valores que sonmenores a un ierto u, entones hay siempre unaantidad U que es la m�as grande de aquellas de las uales puede aseverarseque todos los x poseen la propiedad M .Traduzamos esto a:Dado un n�umero real u, sea M un subonjunto propio y no-va��o de R, tal que six < u) x 2M, o diho de un modo m�as ompato, (�1; u) �M para alg�un u real.
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Ata Nova; Vol. 1, NÆ2, junio 2001 Historia de las Cienias � 131Luego el onjunto M� = fu 2 R j (�1; u) � Mg tiene un elemento m�aximo, U. La�ultima frase se re�ere a la frase textual de Bolzano: \la antidad U que es la m�as grandede aquellas de las uales puede aseverarse que todos los x poseen la propiedad M ."Podemos mostrar que esto es equivalente al axioma de ompletitud de Dedekind.Primero n�otese que el teorema de Bolzano implia que M�nfUg es un subonjunto deM. Pues, sea U = max M� y sea a 2M�nfUg. Como a 6= U , entones a < U . AhoraU 2M y entones (�1; U) �M, y laramente sigue que a 2M.Ahora veamos omo Bolzano implia Dedekind. Sea (X;Y) un orte de Dedekind.Def��nase un onjunto X� omo fu 2 R j (�1; u) � Xg. De primaria importania ennuestra prueba es el heho de que X � X�. Para ver esto, sea a 2 X. Si elegimosualquier n�umero x en (�1; a), entones o bien x 2 X o x 2 Y. Sin embargo, x 2 Y,dado que todo elemento de Y es una ota superior de X. Entones x 2 X. En otraspalabras (�1; a) � X, lo ual muestra que a 2 X�.Ahora omo (X;Y) es un orte, X no es va��o, y del heho de que X � X� sigue deinmediato que el onjunto X� es no-va��o. El teorema de Bolzano die que X� tiene unm�aximo; sea �este U. Este U resulta ser el n�umero de orte requerido. En efeto, todo xen (�1; U) est�a en X, pues U 2 X� . Adem�as x > U ) x =2 X, i.e. x 2 Y. Esto vienede que X � X�. Vale deir x 2 X ) x 2 X�, en ontradii�on on el heho de que Ues el m�aximo de X�.Dedekind implia Bolzano. Sea u 2 R, y M un onjunto no va��o que ontiene(�1; u). De�namos M� omo fu 2 R j (�1; u) � Mg. Sea Y = R=M� . Primeroa�rmamos que (M�;Y) es un orte. Por hip�otesis M� es no-va��o, pues u 2M.Sea b 2 Y. Como que b =2M�; 9 x en (�1; b) tal que x =2M. Ahora, sea a 2M�.Vemos que x � a, pues si x < a ) x 2 M. Esto junto on el heho de que x < bimplia que a < b. En otras palabras ada elemento de Y es una ota superior de M�.Por onsiguiente ya sea max M� o minY existe.Probamos por ontradii�on que minY no puede existir. Sup�ongase que Y tiene unm��nimo, i.e, y0. A�rmamos que y0 2 M�. Pues sea x 2 R, x < y0. Ahora de�namosh = (x + y0)=2. Claramente x < h < y0. Como y0 es el elemento m��nimo de Y, est�alaro que h =2 Y. Entones h 2M�. Esto junto on x < h implia que x 2M, es deir,y0 2M�. Pero omo y0 2 Y ) y =2M�, on lo que hemos llegado a una ontradii�on.Por tanto Y no tiene minimo, y M� tiene un m�aximo que es preisamente el teoremade Bolzano.Una vez estableido este \teorema" es f�ail demostrar el teorema del valor inter-medio, y esto est�a en ualquier texto de an�alisis. Pero veamos de qu�e modo lo haeBolzano.Sean f y g dos funiones ontinuas en el intervalo [a; b℄. Si f(a) < g(a) y f(b) > g(b),entones se desea probar que 9 x 2 [a; b℄ j f(x) = g(x). Bolzano onsidera uatro asos:I. a; b > 0; II. a; b < 0; III. a = 0 y b > 0; y IV. a > 0 y b < 0 o vieversa. Losdos primeros son sim�etrios entre s��, y los dem�as siguen f�ailmente del primero; por talraz�on I. es el aso lave.
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132 � Mauriio Navia: El Teorema del Valor Intermedio y la Completitud de los RealesI. a; b > 0. Sin p�erdida de generalidad, sea b = a + i; i > 0. Dado que f(a) < g(a),si w > 0 denota una antidad arbitrariamente peque~na, entones f(a+ w) < g(a+ w)(debido a la ontinuidad de f y g). Asimismo para w lo su�ientemente peque~no yw < i es ierto que: f(a+ w) � f(a) = eg(a+ w) � g(a) = e0entones g(a+ w) � f(a+ w) = g(a)� f(a) + e0 � epor hip�otesis g(a)� f(a) = A > 0entones g(a+ w) � f(a+ w) = A+ e0 � e > 0 (19)para e y e0 lo su�ientemente peque~nos. Ahora w es una antidad peque~na orrespon-diente a estos e y e0. La desigualdad de arriba es v�alida para tal w y todos los valoresmenores a w. Entones, se puede de�nir un onjunto M0M0 = fw > 0 j f(a+ w) > g(a+ w)g (20)Querr��amos de�nirM� omo lo hemos heho usualmente, es deir, omo aquel onjuntoompuesto por los n�umeros tales que si alguno es menor que alguno de ellos, entoneseste n�umero ha de perteneer a M. Sin embargo, debido a los w que hemos estadoutilizando, hae falta ubrir a los n�umeros negativos de�niendo M omo la siguienteuni�on: M =M0 [ (�1; 0℄ = fw > 0 j f(a+ w) < g(a+ w)g [ (�1; 0℄y s�olo a partir de esto de�nir M� omoM� = fu j (�1; u) �Mges deir, M� = fu j w < u) f(a+ w) < g(a+ w)g (21)o de otro modo, si tomamosx = a+ w (22)= fu j a < x < a+ u) f(x) < g(x)g (23)Ahora bien, i =2M0, pues f(a+ i) = f(b) > g(b) = g(a+ i). Y omo i > 0, i =2M. Seve que M no es todo el onjunto de los reales, es deir, es un subonjunto propio, y,seg�un el teorema de Bolzano, M� tiene un m�aximo, U .



\bolzano"2001/6/9page 133i i ii

i i ii

Ata Nova; Vol. 1, NÆ2, junio 2001 Historia de las Cienias � 133A�rmamos que 0 < U < i, y que x = a + U es el valor intermedio busado, esdeir, f(x) = g(x). Primero obs�ervese que U 6= i, pues si U = i, entones i 2 M yf(a + w) < g(a + w) para todo w < i. Dado que b = a + i, y f(b) > g(b), entonesresulta que para un v lo su�ientemente peque~no, f(a+ i� v) > g(a+ i� w). Pero seha asumido que f(x) < g(x) para todo a < x < a+ U {dado que U 2M�.Por otra parte, omo U es un m�aximo de M�, U > 0, pues de otro modo no podr��aumplirse la ondii�on usada para de�nir M0. Muho menos a�un podr��a U > i, pues ental aso i 2M (dado que U 2M�), y entones f(a+ i) < g(a+ i), lo que ontradie elheho que f(b) > g(b).Por tanto hemos mostrado que 0 < U < i, y asimismo, a < a + U < a + i = b.La �ultima parte de la demostrai�on onsiste en mostrar que si x = a + U , entonesf(x) = g(x). Eliminemos las otras dos posibilidades:f(x) < g(x) (24)Entones f(a + U) < g(a + U) y para w lo su�ientemente peque~no, f(a + U + w) <g(a+ U + w). Pero entones se ve que U no es el m�aximo de M�.f(x) > g(x) (25)Pero ahora resulta que para un w lo su�ientemente peque~no, f(a+U�w) > g(a+U�w).Esto ontradie el heho de que para todo valor menor a a+U , la desigualdad opuestaes v�alida. Por onsiguiente f(x) = g(x) (26)En la siguiente parte de este art��ulo mostraremos �omo el intento de Bolzano dedemostrar su teorema de la sei�on 12 resulta fallido. Pues, pese a todos los reaudos�los�o�os y metodol�ogios que presenta en el prefaio, ae en el error de asumir subrep-tiiamente algo equivalente a aquello que preisamente quer��a demostrar. Lo ual noresta validez a su intento que fue el que inspir�o a matem�atios posteriores. Esto ilustraque el llegar a la formulai�on y a la justi�ai�on de axiomas y teoremas en aparieniasimples y obvios requiere un largo amino de preparai�on oneptual.AgradeimientosMis m�as sineros agradeimientos a Max Phillips, Osar Pino y Davor Pavisi.Referenias[1℄ G. Berkeley. The Analyst: a Disourse addressed to an In�del Mathematiian.http://www.maths.td.ie/pub/HistMath/People/Berkeley/Analyst/Analyst.html.[2℄ A. Cauhy. Cours d'analyse, Vol. 4, pp 378{380. Ouvres, 1821. Note III, Series 2.[3℄ S.B. Russ. A translation of bolzano's paper on the intermediate value theorem. EnHistoria Mathematia, Vol. 7, pp 156{185. 1980.


